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Abstract. The concept of the generalized solution of quasilinear boundary
value problem for the functional-diﬀerential inclusion is represented. The
estimation of the diﬀerence between the generalized solution and a given
continuous function is derived.
§ 1. Обозначения
Пусть X — нормированное пространство с нормой ‖ · ‖X ;
ρX(·, ·) и hX(·, ·) — расстояние от точки до множества и рас-
стояние по Хаусдорфу между множествами в пространстве X;
comp(X) — множество всех непустых компактов пространства
X. Если P — система подмножеств пространства X, то Ω(P )
— множество всех выпуклых подмножеств, принадлежащих P.
Пусть Rn — n -мерное пространство вектор-столбцов, с нор-
мой | · |, U ⊂ [a, b] — измеримое множество, µ(U) > 0 ( µ —
мера Лебега). Обозначим Ln(U) — пространство суммируемых
по Лебегу функций x : U → Rn с нормой ‖x‖Ln(U) =
∫
U
|x(s)|ds.
Пусть Cn[a, b] (Dn[a, b] ) пространство непрерывных (абсолютно
1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 04-01-00324).
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непрерывных) функций x : [a, b] → Rn с нормой ‖x‖Cn[a,b] =
max{|x(t)| : t ∈ [a, b]} ( ‖x‖Dn[a,b] = |x(a)| +
∫ b
a
|x˙(s)|ds ). Обозна-
чим Cℓ(Ln) (S(Ln) ) — множество непустых замкнутых ограни-
ченных суммируемыми функциями (непустых ограниченных за-
мкнутых выпуклых по переключению) подмножеств простран-
ства Ln[a, b]. Если Φ ⊂ Ln[a, b], то обозначим swΦ замкнутую
выпуклую по переключению оболочку множества Φ .
§ 2. Основной результат
Рассмотрим линейную краевую задачу для функционально-
дифференциального уравнения
Lx = 0, lx = 0, (2.1)
где L : Dn[a, b] → Ln[a, b] — линейный непрерывный оператор,
l : Dn[a, b] → Rn — линейный непрерывный вектор-функционал.
Будем предполагать, что для задачи (2.1) (см. [1]) существует
непрерывный оператор Грина G : Ln[a, b] → Dn[a, b], определен-
ный равенством
(Gz)(t) =
∫ b
a
G(t, s)z(s) ds, t ∈ [a, b]. (2.2)
Пусть X : [a, b] → Rn×n фундаментальная матрица решений
первого уравнения (2.1), удовлетворяющая условию l(X) = E .
Тогда решение краевой задачи Lx = z, lx = c , где z ∈ Ln[a, b],
c ∈ Rn, можно представить в виде x = Xc+Gz.
Рассмотрим линейную краевую задачу для функционально-
дифференциального включения
Lx ∈ swΦ(x), lx ∈ ϕ(x), (2.3)
где Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln) ϕ : Cn[a, b] → Ω(comp(Rn)) — непре-
рывные отображения. Решение задачи (2.3) будем называть обоб-
щенным решением.
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Пусть q0 ∈ C
n[a, b], r0 ∈ ϕ(q0) и w0 ∈ L
n[a, b]. Представим
функцию q0 в виде равенства
q0 = Xr0 +Gw0 + e, (2.4)
где e = q0 − r0 − Gw0. Предположим, что функция k ∈ L
1[a, b]
для каждого измеримого U ⊂ [a, b] удовлетворяет неравенству
ρLn(U)
(
w0,Φ(q0)
)
6
∫
U
k(s)ds, (2.5)
а непрерывная функция νε : [a, b] → [0,∞) определена соотноше-
нием
νε(t) =
∫ b
a
|G(t, s)|(ε + k(s))ds + ε + |e(t)|, ε > 0, (2.6)
где |G| — норма (n×n) -матрицы G, согласованная с нормой
пространства Rn, e — функция в правой части равенства (2.4),
функция k ∈ L1[a, b] удовлетворяет неравенству (2.5).
Обозначим
λ = max{|X(t)| : t ∈ [a, b]}. (2.7)
О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что оператор Грина
G : Ln[a, b] → Cn[a, b] и отображения ϕ : Cn[a, b] → Ω
(
comp(Rn)
)
и Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln) обладают свойством A, если выполнены
следующие условия: найдется такая функция β ∈ L1[a, b], что для
любых x, y ∈ Cn[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b]
выполнено неравенство
hLn(U)
(
Φ(x),Φ(y)
)
6 ‖β‖L1(U)‖x− y‖Cn[a,b] ; (2.8)
найдется число α > 0, что для любых x, y ∈ Cn[a, b] имеет место
оценка
hRn
(
ϕ(x), ϕ(y)
)
6 α‖x− y‖Cn[a,b] ; (2.9)
для функции β ∈ L1[a, b] и числа α > 0 выполнено неравенство
max
t∈[a,b]
∫ b
a
|G(t, s)|β(s)ds + αλ < 1.
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Рассмотрим в пространстве C1[a, b] уравнение
ωε(t) =
(∫ b
a
|G(t, s)|β(s)ds + αλ
)
‖ωε‖C1[a,b] + νε(t), (2.10)
где функция νε ∈ C
1[a, b] определена равенством (2.6).
Т е о р е м а 2.1. Пусть оператор Грина G : Ln[a, b]→ Cn[a, b]
и отображения
ϕ : Cn[a, b]→ Ω
(
comp(Rn)
)
, Φ : Cn[a, b]→ Cℓ(Ln)
обладают свойством A и пусть функция q0 представима равен-
ством (2.4). Тогда для каждого ε > 0 найдется такое обобщен-
ное решение x ∈ Cn[a, b] задачи (2.3), для которого выполнены
следующие оценки: при любом t ∈ [a, b]
|x(t)− q0(t)| 6 ωε(t), ‖X(r0 − lx)‖Cn[a,b] 6 λα‖ωε‖C1[a,b] ;
при почти всех t ∈ [a, b] справедливо неравенство
|(Lx)(t) − w0(t)| 6 ε+ k(t) + β(t)‖ωε‖C1[a,b],
где ωε — решение уравнения (2.10) число α задано неравен-
ством (2.9), число λ определено равенством (2.7), r0 ∈ ϕ(q0),
w0 ∈ L
n[a, b] — элементы в представлении q0; k, β ∈ L
1[a, b]
удовлетворяют неравенствам (2.5), (2.8) соответственно.
* * *
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